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Resumen 

 

En este trabajo se presentan resultados sobre la simulación 

numérica de la respuesta en el estado estable de la vibración 

de sistemas mecánicos lineales y errores que se pueden 

presentar con los algoritmos con los que se realiza la 

simulación. Para algunos parámetros numéricos de un 

sistema mecánico vibratorio amortiguado y no amortiguado, 

el resultado de la simulación numérica no es consistente con 

la definición de estado estable, ésta falta de congruencia con 

lo observado no se detecta fácilmente cuando el desempeño 

del sistema se realiza para altas frecuencias, debido a que para 

altas frecuencias de excitación, las amplitudes de respuesta 

del sistema son muy pequeñas. Se realiza un análisis de la 

respuesta en el tiempo, empleando métodos numéricos 

tradicionales contenidos en sistemas de cómputo con 

lenguajes de programación propios, detectando el mismo tipo 

de error, dependiendo del método numérico empleado. El 

análisis de la vibración forzada de sistemas mecánicos 

vibratorios no lineales, tiene un desempeño semejante al 

sistema lineal para un rango determinado de frecuencias, por 

lo que determinar de manera correcta las respuestas en el 

estado estable del sistema lineal, es fundamental para estudios 

posteriores, parte del análisis correcto depende del algoritmo 

numérico que se elija utilizar. 

 

Estado estable, Métodos numéricos, Altas frecuencias 

 

 

Abstract 

 

In this work numerical simulation results are shown for the 

steady state response of linear mechanical oscillating systems 

and the numerical errors that can be present when some 

numerical algorithms are used to perform the simulations. For 

some numerical parameters, the mechanical oscillating 

system with or without damping response, does not converge 

to the expected steady state response; this discrepancy is not 

easily detected when the performance of the system is on the 

range of high excitation frequencies, due that for of high 

excitation frequencies the amplitude in the steady state 

response reaches very small values. We perform the time 

response of the system using conventionally numerical 

methods included in the common programming platforms, 

and the result is that using the same algorithm in different 

platforms the error is the same; selecting other numeric 

algorithm the result in satisfactory. Non linear forced 

mechanical vibration systems; behave like linear systems for 

some frequency range, then is very useful to obtain the right 

or correct responses in the steady state response for the linear 

system, this is fundamental for forward studies, the right 

analysis is based on the selected numeric algorithm. 

 

 

 

Steady state, Numerical Methods, High frequencies 
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Introducción 

 

La vibración mecánica es un fenómeno que se 

presenta en la realidad cotidiana, su percepción 

es evidente para los individuos cuando se 

manifiesta dentro del rango de la sensibilidad de 

quien la registra. La vibración mecánica se 

presenta como un fenómeno que puede ser 

destructivo, pero si se le estudia y comprende, 

entonces se puede convertir en una herramienta 

constructiva. La vibración mecánica presenta 

fundamentalmente dos características básicas; su 

amplitud y su frecuencia. Son muchas las 

situaciones en las que los modelos que describen 

el comportamiento vibratorio de un sistema 

mecánico, se ajustan de manera precisa a la 

respuesta observada en la realidad.  

 

A grandes rasgos, la vibración mecánica 

se puede clasificar cómo vibración lineal o bien, 

no lineal. Bajo determinadas condiciones de 

desempeño y también, dependiendo de la 

naturaleza de los parámetros que definen a las 

ecuaciones, se puede tener una convergencia de 

la vibración no lineal a la lineal.  

 

Una herramienta fundamental en el 

estudio de las vibraciones mecánicas es la 

simulación realizada por medio de métodos 

numéricos. Recientemente los métodos 

numéricos han evolucionado mucho, gracias a 

los desarrollos informáticos como capacidad de 

almacenamiento en memoria o velocidad de 

procesamiento, sin embargo, los fundamentos de 

análisis de la vibración, siguen estando vigentes, 

sin embargo, la realización de experimentos 

también proporciona buenas referencias, ver por 

ejemplo, León, R. A. et. al (2019). 

 

En las últimas décadas también los 

métodos denominados de perturbaciones, se han 

empleado en el estudio de las vibraciones no 

lineales, no obstante los métodos numéricos 

tradicionales siguen siendo un referente 

importante para evaluar las respuestas asociadas 

a los comportamientos vibratorios.  Los métodos 

de perturbaciones permiten obtener expresiones 

analíticas de sistema no lineales. En este trabajo 

se hace resaltar la importancia de contar con un 

referente concreto, a fin de validar los resultados 

obtenidos por medio de simulaciones numéricas. 

En este trabajo se presentan casos particulares en 

los que se utilizan métodos numéricos, que 

discrepan con los resultados analíticos sobre la 

vibración forzada amortiguada.  

Así mismo, se logra establecer la razón 

por la que se presenta dicha discrepancia. 

 

Fundamentos de la vibración forzada 

mecánica lineal 

 

La vibración mecánica lineal forzada 

corresponde con el movimiento repetitivo que 

desarrolla un cuerpo rígido, cuyo centro de masa 

se ve sujeto a una acción restitutiva y a una 

acción que induce su movimiento o excitación 

armónica, en la que la amplitud del movimiento 

queda establecida por la magnitud de la 

excitación armónica. La frecuencia del 

movimiento del cuerpo es constante y 

corresponde con la frecuencia de excitación. La 

frecuencia de movimiento del cuerpo podrá 

presentar un desfasamiento en relación con la 

acción que produce su movimiento, si existe 

amortiguamiento. En la práctica el 

amortiguamiento es una acción inherente, sin 

embargo, hay condiciones en las que puede 

adquirir valores muy pequeños del mismo.  

 

Esta descripción muy simplificada de la 

vibración forzada lineal es cierta para cada valor 

de la frecuencia de excitación. También es 

importante establecer la forma en la que el 

movimiento, descrito por la amplitud que 

desarrolla el cuerpo, cambia en términos de las 

distintas frecuencias a las que se ve sujeto. Para 

ilustrar el fenómeno de la vibración mecánica 

lineal forzada, considérese la siguiente figura, 

 

 
Figura 1 Sistema masa-resorte-amortiguador excitado 

armónicamente 

 

En la Figura 1, se tiene una cuerpo rígido 

de masa m sujeto a la acción de una fuerza de 

tipo armónico inducida por la rotación de la 

masa m0, a una velocidad angular ω, el sistema 

mecánico se encuentra sobre materiales que 

tienen un comportamiento elástico y a su vez de 

tipo viscoso, lo cual se representa por medio de 

un resorte k y un amortiguador c 

respectivamente.  

 

m 

k c 

x 

 

m 0 
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La ecuación de movimiento se determina 

por medio de la segunda ley de Newton, el 

resultado es, 

 

𝑚𝑥̈ + 𝑐𝑥̇  + 𝑘𝑥 = (𝑚0𝑟𝜔2)𝑠𝑒𝑛𝜔𝑡                (1) 

 

donde r representa la distancia o 

desbalance de la masa m0 (también se le 

denomina excentricidad) que induce fuerzas 

centrípetas. 

 

Cuando se normaliza la ecuación (1) 

resulta la siguiente ecuación, 

 

𝑥̈ + 2𝜁𝜔𝑛𝑥̇  + 𝜔𝑛
2𝑥 = (

𝑚0𝑟𝜔2

𝑚
) 𝑠𝑒𝑛𝜔𝑡           (2) 

 

en donde, 

𝑐

𝑚
= 2𝜁𝜔𝑛, 𝜔𝑛 = √

𝑘

𝑚
                                      (3) 

 

Al parámetro ζ se le denomina cociente 

de amortiguamiento. 

 

La ecuación diferencial (2) está 

expresada en términos de la frecuencia de 

excitación 𝜔 y de la frecuencia natural del 

sistema 𝜔𝑛. Esta ecuación diferencial tiene por 

solución la siguiente expresión, 

 

𝑥(𝑡) =
(

𝑚0𝑟𝜔2

𝑚
)

√(𝜔𝑛
2−𝜔2)2+(2𝜁𝜔𝜔𝑛)2

𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜙)    (4) 

 

donde, 

 

𝜙 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
2𝜁𝜔𝜔𝑛

𝜔𝑛
2−𝜔2

)                                    (5) 

 

A este término se le denomina ángulo de 

desfasamiento y establece una medida del 

movimiento del sistema, en relación con la 

acción que actúa sobre la masa m.  

 

Para evaluar el comportamiento del 

sistema mecánico en términos de la frecuencia, 

ahora se expresa la ecuación (5) en función del 

cociente de las frecuencias presentes, el 

resultado es el siguiente, 

 

𝑥(𝑡) =
(

𝑚0𝑟

𝑚
)(

𝜔2

𝜔𝑛
2 )

√(1−(
𝜔

𝜔𝑛
)

2
)

2

+(2𝜁
𝜔

𝜔𝑛
)

2

𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜙)     (6) 

 

La amplitud del movimiento corresponde 

con la expresión, 

 

𝑋 =
(

𝑚0𝑟

𝑚
)(

𝜔2

𝜔𝑛
2 )

√(1−(
𝜔

𝜔𝑛
)

2
)

2

+(2𝜁
𝜔

𝜔𝑛
)

2

                                (7) 

 

A la ecuación (7) se le conoce cómo 

respuesta en frecuencia, ver por ejemplo, 

Meirovitch (2001), en el que se presenta un 

descripción un poco más detallada de solución, 

o bien el libro de Ginsberg (2001), que presenta 

una solución más elaborada al utilizar la variable 

compleja para determinar la respuesta en 

frecuencia. 

 

La ecuación (7) contiene toda la 

información relativa al comportamiento de la 

amplitud del sistema, en términos de la 

frecuencia de excitación,  y en relación con la 

frecuencia natural n. 

 

El estado estable 

 

En esta sección se establece la forma en la que 

se relacionan la respuesta en el tiempo, en el 

estado estable y la respuesta en el espacio de la 

frecuencia.  

 

Meirovitch (2001), también acude a la 

solución por medio de la variable compleja para 

obtener una respuesta en frecuencia y definir el 

estado estable, éste libro como el de Ginsberg 

(2001), también define otros términos, tal como 

la función de impedancia, que corresponde con 

la velocidad compleja a partir de la amplitud del 

estado estable. 

 

La definición de estado estable 

corresponde con una región del comportamiento 

en el tiempo, a partir de la cual, la amplitud 

adquiere un comportamiento regular, es decir, el 

rango de la amplitud de vibración se desempeña 

con una señal armónica y de amplitud constante. 

 

En la Figura 2, se muestra una gráfica de 

la ecuación (7) y corresponde con la respuesta de 

la amplitud en términos del cociente de 

frecuencias 
𝜔

𝜔𝑛
. En esta gráfica se han incluido 

algunos valores del cociente de amortiguamiento 

ζ. Hay que resaltar que la amplitud registrada en 

esta gráfica de la frecuencia, corresponde con la 

respuesta en el estado estable o también 

denominado estado permanente del tiempo. 
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Figura 2 Respuesta en frecuencia de la amplitud de 

vibración de un sistema mecánico forzado 

 

Otros valores numéricos 

correspondientes a la gráfica de la Figura 2 se 

muestran en la Tabla1, siguiente, 

 
m0r=0.2303 [kgm] m= 453.4 [kg] 

ζ1 = 0.1 ζ3 = 0.3 

ζ2 = 0.2  

 
Tabla 1 Valores numéricos de los parámetros del sistema 

masa-resorte amortiguado para la Figura 2 

 

De la gráfica de la Figura 2 se puede 

determinar, por ejemplo, que para un sistema 

mecánico con un cociente de amortiguamiento 

con un valor de ζ = 0.2 y un cociente de 

frecuencias 
𝜔

𝜔𝑛
 = 1.3, la amplitud X de la 

vibración tendrá un valor de X = 0.001 m, en el 

estado estable. 

 

El análisis de amplitud en términos de la 

frecuencia da pautas muy importantes para 

comprender completamente el desempeño del 

sistema. En un primer acercamiento a ésta 

gráfica, se le puede estudiar definiendo tres 

sectores acotados por las abscisas, es decir, por 

el cociente de frecuencias 
𝜔

𝜔𝑛
. 

 

El primer sector se establece para valores 

de las abscisas en el rango 0 ≤ 
𝜔

𝜔𝑛
 < 0.5, el 

segundo sector, 0. 5≤ 
𝜔

𝜔𝑛
 < 2.5 y finalmente el 

tercer sector 2.5   ≤  
𝜔

𝜔𝑛
. 

 

 

 

 

Esta definición de sectores se realiza al 

observar que en los sectores uno y tres, la 

variación de la amplitud es relativamente 

pequeña, para cada valor del cociente de 

amortiguamiento, pero independientemente del 

mismo, incluyendo el caso no amortiguado, es 

decir ζ = 0, por ejemplo, para una relación de 

frecuencias 
𝜔

𝜔𝑛
 = 0.5 la amplitud tendrá un valor 

de X = 0.00016727 m, sin poder observar con 

claridad, qué cociente de amortiguamiento le 

corresponde.  

 

En la región dos, se tienen grandes 

variaciones de la amplitud para cambios 

pequeños en el cociente de amortiguamiento. 

 

La región de interés en este trabajo 

corresponde al sector tres, en el que la relación 

de frecuencias es 
𝜔

𝜔𝑛
≥  2.5. A partir de este 

valor y conforme la relación de frecuencias 

aumenta, los valores de amplitud cada vez se 

asemejan más entre sí, hasta adquirir 

prácticamente el mismo valor numérico, sin 

importar el valor numérico del cociente de 

amortiguamiento ζ.  

 

Lo anterior corresponde a un caso 

numérico particular, sin embargo, el 

comportamiento general está descrito por la 

misma expresión y las variaciones de amplitud 

definidas, establecen las tres regiones 

mencionadas. 

 

La ecuación (7) se vuelve una referencia 

concreta, que permite conocer con muy buena 

aproximación, la amplitud de la solución de la 

ecuación diferencial, correspondiente para un 

sistema mecánico vibratorio, cuando se conocen 

los valores de todos los parámetros que definen 

al movimiento. En esta sección se han definido, 

a grades rasgos tres zonas en las que se puede 

dividir la respuesta en frecuencia, siendo de 

interés la región de altas frecuencias. 

 

Determinación de la amplitud por simulación 

 

Actualmente son muchos los estudios que se 

realizan en relación con la resonancia, esto 

coincide con el sector dos que se definió en la 

sección anterior, pero son menos los estudios 

realizados para altas frecuencias de sistemas 

mecánicos lineales vibratorios. Chunling (2019), 

menciona algunas técnicas para el análisis de 

algunos problemas en vibraciones a altas 

frecuencias.  

0 1 2 3 4 5 6

0.0000
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0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

0.0030

 = 0.3

 = 0.2
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Emerson (2017), presenta un trabajo en 

el que se denota la importancia del estudio de las 

vibraciones mecánicas a altas frecuencias. En 

esta sección se presenta una serie de 

experimentos numéricos, que representan la 

vibración lineal forzada de un sistema mecánico, 

donde se obtiene la respuesta en el tiempo y ésta 

se compara con la respuesta obtenida por medio 

del análisis en la frecuencia. 

 

La respuesta en el estado estable 

correspondiente a los valores de la Tabla 2, se 

muestra a continuación en la gráfica de la Figura 

3. Esta gráfica se ha obtenido con el simulador 

por computadora SIMNON para Windows®, con 

el método Runge-Kutta-Fehlberg 4/5 (RKF4/5). 

Este programa fue desarrollado por Åström 

(1982). 

 
m0r=0.2303 [kgm] m= 453.4 [kg] 

ζ = 0.01 ωn = 44 [rad/s] 

ω = 3ωn [rad/s]  

 

Tabla 2 Valores numéricos de los parámetros del sistema 

masa-resorte amortiguador para la Figura 3 

 

 
 
Figura 3 Respuesta en el estado estable para los datos de 

la Tabla 2 

 

En la gráfica de la Figura 3, se aprecia el 

comportamiento esperado de la respuesta en 

estado permanente con amortiguamiento. Se 

puede observar de la gráfica, que la amplitud del 

estado estable tiene un valor de X = 0.00056 m. 

Ahora considérense los valores numéricos de la 

Tabla 3 siguiente, 

 
ω = 3ωn [rad/s] m0r=0.2303 [kgm] 

ωn = 44 [rad/s] m= 453.4 [kg] 

ζ = 0.008  

 
Tabla 3 Valores numéricos de los parámetros del sistema 

masa-resorte amortiguador para la Figura 4 

A continuación, en la Figura 4 (RKF4/5) 

se presenta la simulación de la respuesta en el 

tiempo, donde se observa claramente, que la 

amplitud del estado estable alcanza un valor X = 

0.0005694 m para los datos de la Tabla 3. 

 

 
 
Figura 4 Respuesta en el estado estable para los datos de 

la Tabla 3 

 

Con los resultados gráficos obtenidos 

hasta ahora se puede observar lo siguiente, el 

amortiguamiento entre la simulación de la 

Figura 3 y la Figura 4, tiene una variación del 20 

%, con esta variación del amortiguamiento, se 

observa que el estado transitorio tiene una 

duración mayor, por ejemplo, para el valor de t 

= 10 seg., la simulación de la Figura 3 se 

mantiene en el estado estable, mientas que para 

la Figura 4, en ese instante se mantiene todavía 

el estado transitorio.  

 

Estos valores numéricos, aunque son 

muy pequeños están cercanos con lo previsto en 

la respuesta en la frecuencia, sin embargo, existe 

una pequeña variación. La respuesta en 

frecuencia para ambas simulaciones se presenta 

en la gráfica de la Figura 5. 

 

Es cierto que al disminuir el 

amortiguamiento, la amplitud tiene a aumentar, 

sin embargo, una de las características 

fundamentales del movimiento vibratorio 

forzado es que para altas frecuencias, los valores 

de la amplitud tienden a un mismo valor. Como 

parámetro de referencia para evaluar el 

comportamiento de las respuestas en el tiempo, 

se puede emplear la ecuación (7), que permite 

obtener una representación gráfica en el dominio 

de la frecuencia. En la Figura 5, se muestra la 

gráfica de la respuesta en frecuencia para los 

parámetros de la Tabla 4. 
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Figura 5 Gráfica de la ecuación (7), para los valores de la 

Tabla 4 

 
m0r=0.2303 [kgm] m= 453.4 [kg] 

ζ = 0.01 ζ = 0.008 

 
Tabla 4 Valores numéricos de los parámetros del sistema 

masa-resorte amortiguador para la Figura 5 

 

En la gráfica de la Figura 5 se observa 

que las respuestas son muy semejantes, esto es, 

ζ = 0.008 (color negro) y ζ = 0.01 (color rojo), 

estas dos curvas prácticamente están 

sobrepuestas. Para apreciar con claridad los 

valores mencionados con anterioridad, en la 

siguiente figura se muestra una toma en aumento 

de la Figura 5. 

 

 
 
Figura 6 Auemento de la Figura 5 para el rango de 2.996 

a 3.004, del cociente de frecuencias 
ω

ωn
. 

 

Ambos valores de la respuesta en el 

estado estable, están relativamente alejados de la 

respuesta esperada conforme la gráfica de la 

respuesta en frecuencia de la Figura 6, éstos 

deberían estar por arriba de X = 0.0005714 m. 

En estas condiciones una alternativa para 

determinar las discrepancias encontradas es 

utilizar una herramienta de simulación alterna. 

Para comparar los resultados obtenidos por 

medio de las simulaciones, a continuación se 

presenta la gráfica correspondiente a la Tabla 3, 

obtenida por medio del simulador Matlab®. Se 

ha empleado el método ODE45, basado en el 

método Runge-Kutta-Fehlberg 4/5. 

 

 
 

Figura 7 Respuesta en el estado estable para los datos de 

la Tabla 3, utilizando ODE45 de Matlab 

 

La Figura 3 y la Figura 7 reportan 

prácticamente el mismo resultado. Las gráficas 

mostradas en esta sección tienen como objetivo 

ilustrar la consistencia aparente entre un 

resultado obtenido por medio de una simulación 

numérica y la respuesta en el estado estable, 

proporcionada por la solución analítica. Un 

investigador podrá considerar que el método 

empleado en la simulación numérica es 

confiable, porque las respuestas determinadas 

por ambos esquemas son semejantes.  

 

El objetivo de este trabajo es mostrar la 

discrepancia que puede existir, cuando se elige 

un método numérico que proporciona valores 

semejantes, en un rango pequeño de respuestas, 

sin que el investigador note los grandes errores 

que se pueden presentar. 

 

Determinación de los errores en las 

simulaciones numéricas 

 

En esta sección se estudia un caso representativo 

de errores que se pueden presentar, en el 

desarrollo de simulaciones numéricas.  
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Hasta ahora existe congruencia entre las 

simulaciones realizadas por el método numérico 

Runge-Kutta-Fehlberg 4/5 en ambos 

simuladores, que presentan respuestas en el 

tiempo y la gráfica de la respuesta en frecuencia, 

que muestra la amplitud en el estado estable.  

 

Con los resultados obtenidos se puede 

considerar que los resultados posteriores estarán 

siendo representados consistentemente para 

cualquier simulación futura. 

 

Al realizar simulaciones posteriores, 

empleando los mismos simuladores y los 

mismos métodos numéricos se ha detectado que, 

lo anterior es válido sólo para algunas 

condiciones. 

 

Estas condiciones no son evidentes, 

cambios posteriores en algunos de los 

parámetros de las simulaciones anteriores llevan 

a respuesta que pueden ser erróneas, y llevar a 

conclusiones incorrectas. 

Considérense ahora los parámetros de la 

siguiente tabla. 

 
ω = 3ωn [rad/s] m0r=0.2303 [kgm] 

ωn = 44 [rad/s] m= 453.4 [kg] 

ζ = 0  

 
Tabla 5 Valores numéricos de los parámetros para la 

Figura 8 

 

Con los parámetros de la Tabla 5 se 

realiza una simulación conforme al método 

RKF4/5. El resultado se muestra en la Figura 8.  

 

A diferencia de las simulaciones 

numéricas en función del tiempo, ahora el rango 

del mismo se extiende hasta t =300 seg. No se 

considera la presencia de amortiguamiento, pero 

se tiene una relación de frecuencias de 
𝜔

𝜔𝑛
 = 3. 

 

El valor esperado de la amplitud, 

conforme la respuesta en la frecuencia (ver 

Figura 6) debe ser aproximadamente de X= 

0.000571 m, sin embargo, el resultado es 

completamente distinto. Cómo se mencionó con 

anterioridad, para altas frecuencias todos los 

valores de la amplitud convergen a un mismo 

valor, incluyendo el caso no amortiguado, se 

observa una respuesta completamente distinta y 

errónea de la considerada previamente. 

 

 

 

Las simulaciones anteriores estaban 

restringidas para un rango de tiempo de hasta t = 

30 seg. Al ampliar el rango del tiempo de la 

simulación, utilizando el mismo método 

numérico (RGK4/5), se aprecia que las primeras 

simulaciones sólo ofrecían un resultado parcial. 

 

 
Figura 8 Respuesta en el tiempo para los datos de la Tabla 

5 

 

Para descartar un error atribuible al 

simulador, se decidió, realizar una simulación 

idéntica a la anterior, pero con el simulador 

ODE45 de Matlab® y el resultado es semejante, 

se reportan valores no consistentes con la 

respuesta en frecuencia. 

 

Con el fin de determinar la falta de 

consistencia atribuible al comportamiento del 

sistema bajo las condiciones impuestas, se 

realiza el siguiente experimento numérico. 

Considérese ahora los parámetros de la siguiente 

tabla. 

 
ω = 6ωn [rad/s] m0r=0.2303 [kgm] 

ωn = 44 [rad/s] m= 453.4 [kg] 

ζ = 0  

 
Tabla 6 Valores numéricos de los parámetros para la 

Figura 9 

 

El resultado de la simulación numérica 

correspondiente a los datos de la Tabla 6, se 

presenta la Figura 9. Ahora se presenta 

nuevamente el comportamiento típico de la 

respuesta de la vibración forzada, se aprecia 

claramente el estado estable, sin embargo, la 

única diferencia entre las gráficas de las Figuras 

8 y 9 es el rango de frecuencia, en la Figura 9, la 

respuesta corresponde a una relación en 

frecuencia 
𝜔

𝜔𝑛
 = 6. 
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El único referente concreto es la gráfica 

de la Figura 6, que contiene la respuesta 

completa de la amplitud. Por lo que la 

conclusión hasta ahora es que el método 

numérico puede dar resultados incorrectos. Es 

importante mencionar en este momento, que sin 

el conocimiento previo de la respuesta de la 

amplitud en el contexto de la frecuencia, el 

resultado obtenido a partir de la simulación 

numérica se puede considerar como correcto, y 

llegar a la conclusión de que el método 

numérico, puede producir errores no es 

inmediato, porque los método numéricos son 

herramientas que se consideran confiables. 

 

 
Figura 9 Respuesta en el tiempo para los datos de la Tabla 

3 

 

Con el fin de validar la conclusión 

anterior, en la Figura (10) se presenta una 

simulación realizada con los datos de la Tabla 5, 

pero utilizando el método numérico Runge-

Kutta-Fehlberg 2/3. 

 

 
 

Figura 10 Respuesta en el tiempo para los datos de la 

Tabla 5, utilizando el método Runge-Kutta-Fehlberg 2/3 

Se observa que la respuesta de la gráfica 

se presenta con mayor definición. Esta respuesta 

es consistente con lo preestablecido por la 

respuesta en frecuencia, el amortiguamiento es 

nulo y el estado transitorio es muy corto, debido 

a que al amortiguamiento es nulo. 

 

Conclusiones 

 

En este trabajo se ha revisado una de las 

situaciones más comunes en el análisis de la 

vibración mecánica, se trata del movimiento 

armónico forzado amortiguado. Existen dos 

herramientas básicas para éste análisis, una es la 

respuesta en la frecuencia que corresponde con 

resolver la ecuación diferencial asociada y 

expresar la solución en términos de la frecuencia 

de excitación, esto proporciona la respuesta para 

el caso general, sin embargo, reconstruir la 

respuesta exacta a partir de la respuesta en 

frecuencia puede llevar a obtener respuestas 

aproximadas en el tiempo. 

 

La otra herramienta es la que 

proporcionan los métodos numéricos, en este 

caso, el método numérico empelado puede llevar 

a resultados incorrectos cuando el método 

elegido no es el adecuado. 

 

Aquí se ha presentado un caso en el que 

se muestra que no se cumple la condición de 

estado estable con un método numérico 

particular, sin embargo, no es fácil determinar en 

qué condiciones el método ha proporcionado la 

solución correcta, sí se elige un rango de tiempo 

relativamente corto, entonces no se apreciará el 

error y se considerará que la solución es correcta 

para cualquier lapso de tiempo. Cuando se 

combinan las dos herramientas, entonces es 

posible garantizar el desempeño del sistema para 

cualquier rango de tiempo, conforme lo predice 

la respuesta en frecuencia y con un método 

confiable. La simulación numérica en el análisis 

de las vibraciones mecánicas requiere de muchos 

recursos informáticos, porque se acumula una 

gran cantidad de datos, esto puede producir 

fallas en el método numérico que se utilice. 
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Resumen  

 

En este trabajo se presenta el desarrollo de las 

contribuciones individuales, en la generación de 

irreversibilidades, de un sistema de refrigeración a partir 

del Coeficiente de Operación (COP). La generación de 

irreversibilidades ha sido ampliamente analizada 

utilizando los principios de la primera y la segunda ley de 

la termodinámica, dicho análisis emplea los parámetros de 

la entalpía, la entropía, así como la temperatura y el calor 

generado en cada componente. El método propuesto en 

este trabajo mejora la precisión de los cálculos debido al 

empleo del COP en el proceso matemático, el cual incluye 

los procesos de transferencia de calor y las caídas de 

presión desarrollados en el evaporador, línea de succión, 

compresor, línea de descarga, condensador, línea de 

líquido y válvula de expansión del sistema de refrigeración 

por compresión mecánica de vapor. Se muestran los 

análisis matemáticos y los resultados experimentales, con 

estos se concluye que el procedimiento expuesto es más 

cercano a las condiciones reales.  

 

COP, Irreversibilidades, R134a 

Abstract 

 

This paper presents the development of individual 

contributions, in the generation of irreversibilities, of a 

refrigeration system based on the Coefficient of Operation 

(COP). The generation of irreversibilities has been widely 

analyzed using the principles of the first and second laws 

of thermodynamics. This analysis uses the parameters of 

enthalpy, entropy as well as the temperature and heat 

generated in each component. The method proposed in this 

work improves the accuracy of the calculations due to the 

use of the COP in the mathematical process, which 

includes the processes of heat transfer and pressure drops 

developed in the evaporator, suction line, compressor, 

discharge line, condenser, liquid line and expansion valve 

of the mechanical vapor compression refrigeration system. 

The mathematical analyzes and the experimental results 

are shown, with these it is concluded that the exposed 

procedure is closer to the real conditions than those 

traditional procedures found in the text books. 

 

 

COP, Irreversibilities, R134a 
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Introducción 

 

Actualmente los sistemas de refrigeración tienen 

una gran aplicación en el sector doméstico, 

comercial e industrial y representan una fracción 

importante del consumo de energía a nivel 

mundial por lo que es necesario hacer frente al 

incesante aumento de consumo de energía 

debido a la escasez de fuentes y recursos 

renovables. Un sistema de refrigeración por 

compresión mecánica de vapor debe estar 

enfocado al ahorro energético. Para tal fin debe 

contar con equipos eficientes, el empleo del 

refrigerante adecuado que contribuya a un menor 

calentamiento global y a la destrucción de la 

capa de ozono y una operación correcta de los 

equipos principales del sistema de refrigeración 

como son el evaporador, compresor, 

condensador y válvula de expansión. 

 

Es por ello que se hace necesario crear 

una cultura de ahorro energético que permita 

hacer uso de los recursos existentes de la mejor 

forma posible. El campo de la refrigeración no 

es ajeno a ello. Por lo que es indispensable 

optimizar de la manera más eficiente posible 

estos sistemas.  

 

Existen diversos parámetros que deben 

estar claros a la hora de realizar  una evaluación 

a los componentes del sistema de refrigeración, 

por ejemplo el método más empleado para 

realizar una evaluación de energía al sistema de 

refrigeración es el cálculo de las 

irreversibilidades originadas en cada 

componente principal de los sistemas de 

refrigeración, y con este análisis se conoce la 

situación y condiciones en su real dimensión, 

como pueden ser, la cantidad a ahorrar y las 

caídas de presión en las tuberías y la 

transferencia de calor que existe entre el 

refrigerante y el medio ambiente, la fricción del 

refrigerante al fluir por los componentes, solo 

por mencionar algunas, lo cual requiere una 

medición o evaluación constante en los 

componentes para así esbozar de manera más 

real y exacta el consumo de energía y optimizar 

de esta manera los procesos termodinámicos.  

 

En este trabajo se presenta el desarrollo de 

las contribuciones individuales, en la generación 

de irreversibilidades, de un sistema de 

refrigeración a partir del Coeficiente de 

Operación (COP).  

 

 

Los factores que provocan las 

irreversibilidades en un sistema de refrigeración 

por compresión mecánica de vapor pueden ser 

originadas a causa de la transferencia de calor a 

través de una diferencia finita de temperaturas, 

la expansión libre, la mezcla de dos gases, entre 

otras más. Las causas de las irreversibilidades 

para nuestro estudio son la fricción, la expansión 

y compresión de no cuasiequilibrio y la 

transferencia de calor, las cuales se toman en 

cuenta en el desarrollo de las contribuciones 

individuales en la generación del COP, dentro 

del modelo teórico implementado a una 

metodología experimental la cual fue 

desarrollada en el Laboratorio de Ingeniería 

Térmica e Hidráulica Aplicada (LABINTHAP) 

de la SEPI-ESIME-ZACATENCO-IPN. 

 

Metodología 

 

En este trabajo se presenta el procedimiento que 

se sigue para realizar el análisis termodinámico 

del ciclo de refrigeración por compresión 

mecánica de vapor, este análisis se basa en la 

aplicación de la primera y segunda ley de la 

termodinámica para obtener las 

irreversibilidades generadas en el sistema de 

refrigeración. Una vez calculadas las 

irreversibilidades se hace un análisis 

termodinámico empleando la definición del 

COP y con esta aplicación se muestran las 

contribuciones individuales en el sistema de 

refrigeración y que es un parámetro importante 

para la evaluación de la energía. La primera ley 

de la termodinámica aplicada a un volumen de 

control describe el balance de energía mediante 

la ecuación: 

 

𝑚𝑒 (ℎ +
𝑉2

2
+ 𝑔𝑧) − 𝑚𝑠 (ℎ +

𝑉2

2
+ 𝑔𝑧) + 𝑄 − 𝑊 

= [𝑚𝑓 (𝑢 +
𝑉2

2
+ 𝑔𝑧) − 𝑚¡ (𝑢 +

𝑉2

2
+ 𝑔𝑧)]  (1) 

 

Para flujo permanente y despreciando los 

cambios de energía cinética y potencial, el flujo 

de masa a la entrada y a la salida permanece 

constante y la variación de la energía es nula, por 

lo tanto, la ecuación se simplifica: 

 

𝑄 − 𝑊 = 𝑚(ℎ𝑠 − ℎ𝑒)   (2) 

 

Esta ecuación se aplica para hacer el 

balance de energía del compresor, porque se le 

suministra potencia mecánica e intercambia 

calor con el exterior. 
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Para el evaporador, el condensador y las 

diferentes tuberías a las que no se le suministra 

trabajo mecánico, pero intercambian calor con el 

exterior y por lo tanto la ecuación se escribe 

como: 

 

𝑄 = 𝑚(ℎ𝑠 − ℎ𝑒)    (3) 

 

Para la válvula de expansión a la que no se 

le suministra trabajo mecánico y tampoco 

intercambia calor con el exterior Q=0. En 

función de la entropía la segunda ley de la 

termodinámica se expresa como:  

 

(𝑆𝑓 − 𝑆𝑖)𝑆𝑖𝑠𝑡
= ∫ 𝑟𝑒𝑣

𝛿𝑄

𝑇
+ ∑(𝑚𝑠)𝑒 −

                             ∑(𝑚𝑠)𝑠 + ∆S𝑖𝑛𝑡  (4) 

 

Para flujo permanente, la variación de 

entropía en el sistema es cero, por lo tanto, la 

ecuación queda como: 

 

∆𝑆𝑖𝑛𝑡 = 𝑚(𝑆𝑠 − 𝑆𝑒) −
𝑄

𝑇
    (5) 

 

El Coeficiente de Operación (COP), que se 

define como la carga térmica entre el flujo de 

energía suministrada en forma mecánica a través 

del compresor, el COP es un parámetro útil para 

evaluar el comportamiento del sistema de 

refrigeración, porque representa el número de 

unidades de refrigeración que se logra por 

unidad de energía suministrada, el COP se 

calcula mediante la siguiente ecuación: 

 

𝐶𝑂𝑃 =
𝑄

𝑃𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎
    (6) 

 

La potencia eléctrica consumida se calcula 

mediante la siguiente ecuación: 

 

𝑃𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 = √3𝑉𝐼𝑐𝑜𝑠𝜑   (7) 

 

Combinando la ecuación (2) y (5) y 

empleando la definición del COP, se tiene la 

siguiente ecuación: 

 

∆𝐸 = 0 = 𝑄𝑐𝑜𝑛𝑑 + 𝑄𝑐𝑜𝑚𝑝 + 𝑄𝑠𝑢𝑐𝑐
𝑡𝑢𝑏 + 𝑄𝑑𝑒𝑠𝑐

𝑡𝑢𝑏 −

                    𝑄𝑒𝑣𝑎𝑝 − 𝑃𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎    (8) 

 

 

∆𝑆 = 0 =
𝑄𝑐𝑜𝑛𝑑+𝑄𝑐𝑜𝑚𝑝+𝑄𝑠𝑢𝑐𝑐

𝑡𝑢𝑏 +𝑄𝑑𝑒𝑠
𝑡𝑢𝑏

𝑇𝑎𝑚𝑏
−

𝑄𝑒𝑣𝑎𝑝

𝑇𝑒𝑣𝑎𝑝
−

                    ∆𝑆𝑖𝑛𝑡      (9) 

1

𝐶𝑂𝑃
= −1 +

𝑇𝑎𝑚𝑏

𝑇𝑒𝑣𝑎𝑝
+

𝑇𝑎𝑚𝑏∆𝑆𝑖𝑛𝑡

𝑄𝑒𝑣𝑎𝑝
+

            
𝑇𝑎𝑚𝑏(∆𝑆𝑐𝑜𝑚𝑝+∆𝑆𝑠𝑢𝑐𝑐

𝑡𝑢𝑏 +∆𝑆𝑑𝑒𝑠
𝑡𝑢𝑏)

𝑄𝑒𝑣𝑎𝑝
            (10) 

 

Con la ecuación (10) se observa que, a 

partir de la definición del COP, se tienen las 

contribuciones individuales de las 

irreversibilidades y cada una de ellas representa 

una evaluación del comportamiento de la 

energía. Estas contribuciones se pueden agrupar 

en un COP externo que mide la contribución del 

refrigerante con respecto al medio ambiente. 

 
1

𝐶𝑂𝑃𝑒𝑥𝑡
= −1 +

𝑇𝑎𝑚𝑏

𝑇𝑒𝑣𝑎𝑝
                           (11) 

 

También se puede definir un COP interno 

que evalúa el comportamiento entre la 

generación de irreversibilidad que se origina 

entre el condensador y el evaporador, con 

respecto al calor absorbido del refrigerante en el 

evaporador de la sustancia a enfriar, tomando en 

cuenta la temperatura ambiente. 

 
1

𝐶𝑂𝑃𝑖𝑛𝑡
=

𝑇𝑎𝑚𝑏∆𝑆𝑖𝑛𝑡

𝑄𝑒𝑣𝑎𝑝
                                  (12) 

 

El COP del compresor que es la suma de 

las irreversibilidades que se originan en el 

compresor, en la tubería de succión y tubería de 

descarga con respecto al calor absorbido del 

refrigerante en el evaporador del espacio a 

enfriar, tomando en cuenta la temperatura 

ambiente, se define como: 

 

1

𝐶𝑂𝑃𝑐𝑜𝑚𝑝
=

𝑇𝑎𝑚𝑏(∆𝑆𝑐𝑜𝑚𝑝+∆𝑆𝑠𝑢𝑐𝑐
𝑡𝑢𝑏 +∆𝑆𝑑𝑒𝑠

𝑡𝑢𝑏)

𝑄𝑒𝑣𝑎𝑝
            (13) 

 

Este modelo teórico desarrollado es 

aplicado a los datos obtenidos en forma 

experimental. Los experimentos se realizaron 

para enfriar agua a un flujo en el evaporador de 

1.1 L/s, utilizando como refrigerante R-134a y a 

una carga térmica de 4.6 kW. Durante el 

desarrollo de los experimentos se tomaron 

lecturas de temperaturas y presiones del 

refrigerante en cada entrada y salida del 

evaporador, compresor, condensador y válvula 

de expansión, para el agua se verificó el flujo del 

agua y la temperatura del agua a la entrada y 

salida del evaporador, asi como la temperatura 

del depósito de agua, que es la sustancia a 

enfriar. También se midieron la temperatura 

ambiente y los parámetros eléctricos necesarios 

para calcular la potencia suministrada al 

compresor. 
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Los ciclos reales de refrigeración por 

compresión mecánica de vapor difieren de los 

ciclos ideales, por las irreversibilidades que se 

generan en los diferentes equipos del sistema de 

refrigeración, estas irreversibilidades aunque no 

se pueden evitar se deben reducir a un minimo 

porque traen como consecuencia la necesidad 

del suministro de potencia adicional para lograr 

la refrigeración deseada ya que mientras las 

irreversibilidades aumenten también sucede lo 

mismo con la potencia suministrada al 

compresor. Con el cálculo de las 

irreversibilidades se puede apreciar que 

componente tiene la mayor irreversibilidad 

generada en el sistema de refrigeración. 

 

Análisis de Resultados  

 

En la figura 1 se muestra el comportamiento del 

Coeficiente de Operación, la suma de la 

distribución da como resultado el COP total, 

como se puede observar el que mayor contribuyó 

al rendimiento del ciclo de refrigeración es el 

COP del compresor, a pesar de que ahí se 

originan las mayores irreversibilidades es 

también ahí donde se presentó una mayor 

aportación para el COP total, que es un 

parámetro importante para el aprovechamiento 

de la energía. Posteriormente, sigue el COP 

externo que resultó de la diferencia finita de la 

temperatura de evaporación del refrigerante con 

respecto a la temperatura ambiente y el que 

menor aportó al valor del COP total es el COP 

interno. De las tres aportaciones que contribuyen 

al valor del COP total, en este estudio 

únicamente se analizaron el COP compresor y el 

COP interno ya que se pueden llegar a modificar 

o minimizar las irreversibilidades y con esto 

lograr un aumento en el COP total, con lo que 

respecta al COP externo, los valores que no se 

pueden controlar para mejorar su aportación al 

COP total son la temperatura ambiente y la 

temperatura de evaporación. 

 

 
 

Figura 1 Distribución de aportaciones al COP total  

Fuente: Elaboración Propia 

En la figura 2 se observa el 

comportamiento del COP interno con respecto a 

la generación de irreversibilidades, es 

importante resaltar que el comportamiento del 

COP interno fue proporcional a la generación de 

irreversibilidades en el condensador, este 

parámetro nos indicó que para aumentar el valor 

numérico del COP interno es necesario 

minimizar la irreversibilidad del componente, 

asimismo la irreversibilidad en el evaporador 

tiende a comportarse de manera uniforme. 

 

En la figura 3 se muestra la evolución del 

COP compresor con respecto a la 

irreversibilidad total en el sistema de 

refrigeración y la irreversibilidad del compresor, 

es claro en la gráfica que el comportamiento de 

la irreversibilidad total presentó una tendencia 

igual al del compresor, con respecto al COP del 

compresor se observa que tiende a disminuir de 

valor cuando la irreversibilidad total y del 

compresor tienden ir en aumento. 

 

 
 
Figura 2 Comparación del COP interno con respecto a la 

entropía en el evaporador y condensador 

Fuente: Elaboración Propia  

 

 
 
Figura 3 Comparación del COP del compresor con 

respecto al irreversibilidad total y la entropía del 

compresor 

Fuente: Elaboración Propia 
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En la Figura 4 se muestra como el COP 

interno logró disminuir de valor en cuanto la 

irreversibilidad total y la potencia suministrada 

al compresor fueron aumentando, lo que indica 

que el COP interno decrece lo que ocasionó que 

su aporte al valor del COP total disminuyó, una 

de las causas de este comportamiento son las 

caídas de presión que existen en los equipos del 

condensador y evaporador, asi como las tuberías 

que los conectan. Es importante mencionar que 

una caída de presión en la tuberías merma la 

capacidad del evaporador de absorber calor del 

espacio a enfriar por lo que obliga al compresor 

a funcionar con una menor presión de succión 

con el único propósito de mantener la 

temperatura de evaporación constante y a 

medida que decrece la presión de succión la 

potencia suministrada va en aumento y la 

irreversibilidad total se comporta de la misma 

manera ocasionando que el COP interno 

disminuya. 

 

 
 
Figura 4 Comparación del COP interno con respecto al 

irreversibilidad total del sistema y la potencia del mismo 

Fuente: Elaboración Propia 

 

En la figura 5 se muestra una relación de 

la irreversibilidad total con respecto a la potencia 

suministrada al compresor y esta relación se 

compara con el COP del compresor y nos 

muestra una tendencia que nos indica que 

cuando la relación de irreversibilidad total y 

potencia suministrada al compresor 

disminuyeron la COP del compresor aumentó lo 

que trae como consecuencia que el COP total y 

la eficiencia en el sistema de refrigeración 

presentaran el mismo comportamiento, por lo 

que esta tendencia nos indica que para que pueda 

disminuir la relación de irreversibilidad total y 

potencia suministrada al compresor es necesario 

que la transferencia de calor de la línea de 

succión, la línea de descarga, y en el compresor, 

asi como también las caídas de presión tienen 

que disminuir para que esta relación disminuya 

y el COP de compresor aumente y de esta forma 

mejore el proceso del sistema de refrigeración.  

Es importante mencionar que la caída de 

presión debida a la fricción en la línea de succión 

no debe provocar un cambio excesivo en la 

temperatura de saturación, ya que origina la 

degradación de la energía aumente y esto 

ocasiona una disminución del COP del 

compresor. 

 

 
 
Figura 5 Comportamiento del COP del compresor con 

respecto al cociente de la irreversibilidad entre la potencia 

del sistema 

Fuente: Elaboración Propia 

 

En la figura 6 se observa como el COP 

interno tendió a aumentar cuando la relación de 

la irreversibilidad total y la potencia 

suministrada al compresor aumentaron, lo que 

trae como consecuencia que para mejorar el 

parámetro del COP interno es necesario que la 

producción de irreversibilidad aumente, lo que 

afecta al COP del compresor. 

 

 
 
Figura 6 Comportamiento del COP interno con respecto 

al cociente de la irreversibilidad entre la potencia del 

sistema 

Fuente: Elaboración Propia 
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Conclusiones 

 

En este trabajo se muestra que el estudio de la 

conversión y el uso eficiente de la energía para 

emplear los sistemas de refrigeración por 

compresión mecánica de vapor es importante. El 

cálculo de las irreversibilidades a partir del 

Coeficiente de Operación tiene como propósito 

representar de una manera más clara cómo 

también las irreversibilidades aportan al uso 

eficiente de la energía, mediante una 

distribución de las irreversibilidades a través del 

COP total. Con este modelo desarrollado se 

muestra que para obtener un mejor COP total es 

necesario aumentar el valor del COP del 

compresor, lo cual se logra minimizando la 

entropía generada en el ciclo en función de la 

relación de temperaturas del fluido de trabajo 

con respecto a la temperatura del medio 

ambiente. Con esta aportación se considera que 

se puede mejorar el rendimiento de un sistema 

de refrigeración. 

 

Trabajo Futuro 

 

Se propone realizar un estudio para encontrar un 

punto de operación óptimo mediante la 

distribución de las irreversibilidades empleando 

el COP del compresor, el COP interno y el COP 

externo a una misma carga térmica. 
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Resumen 
 

En la última década una de las principales áreas de 

oportunidad en los sistemas de refrigeración, es la 

referente a aumentar la eficiencia de los mismos; para 

ello se ha estado innovando en materiales y fluidos de 

trabajo principalmente. En este trabajo se aborda el 

análisis de transferencia de calor en sistemas de 

refrigeración líquida agregando nanoparticulas. Dichos 

sistemas tienen diferentes aplicaciones industriales y en 

refrigeración de sistemas electrónicos. En el presente 

trabajo se propone una configuración del sistema de 

refrigeración a utilizar. El análisis consta del modelado 

matemático a partir del diseño de la geometría y la 

trayectoria de flujo en la tubería, además de una 

simulación en Dinámica de Fluidos Computacionales 

(CFD), del sistema. En los resultados se presentan las 

condiciones térmicas de operación en régimen laminar 

en 2D y se comparan con los resultados obtenidos con 

agua, sin nanoparticulas, estimando la ganancia que el 

sistema obtiene en la transferencia de calor al utilizar 

nanofluidos. 

 

Nanofluidos, Refrigeración, Simulación CFD. 

 

 

Abstract 
 

In the last decade one of the main opportunity areas of 

the cooler systems is increase their efficiency; for this, 

it has been innovating in materials and working fluids 

mainly. In the last decade one of the main areas of 

opportunity in refrigeration systems is the reference to 

increase their efficiency. For this, it has been innovating 

in materials and fluids of work mainly. In this work, the 

analysis of the transfer of calories in liquid cooling 

systems is analyzed by adding nanoparticles. These 

systems have different industrial and refrigeration 

applications in electronic systems. In the present work 

a configuration of the refrigeration system to be used is 

proposed. The analysis consists of the mathematical 

mode from the design of the geometry and the trajectory 

of the flow in the pipeline, in addition to a simulation in 

Computational Fluid Dynamics (CFD) of the system. 

The conditions are presented in the results. 

 

 

 

 

Nanofluids, Cooler, CFD simulation 
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Introducción 

 

Los sistemas de refrigeración de alta eficiencia, 

se encuentran en desarrollo en diferentes áreas 

de la industria, tales como aeroespacial, 

electrónica, informática, comunicaciones, 

industria de alimentos, de generación de energía 

entre otras. El termino alta eficiencia hace 

referencia a la tasa de transferencia de calor que 

son capaces de remover, además del tiempo de 

vida y rangos de temperaturas en su operación. 

(Dr. Ashwini Kumar, 2017). El fluido 

refrigerante tiene un papel importante en el 

comportamiento de estos sistemas, es por ello 

que en el presente trabajo se propone utilizar 

nanofluidos como refrigerante. 

 

Actualmente existe una gran cantidad de 

autores que reportan ganancia en la transferencia 

de calor al utilizar nanofluidos como 

refrigerante, sin embargo la configuración es de 

un tubo configurado linealmente (P.R.Mashaeia, 

2016), en este caso se determina la ganancia en 

configuraciones diferentes.  

 

Este tipo de sistemas son utilizados para 

refrigerar en su mayoría componentes 

electrónicos, los cuales a su vez están instalados 

en diferentes aparatos empleados en la industria 

de computadoras y aeroespacial principalmente.  

Aunque estos sistemas comparten la 

característica principal de ser de tamaño 

pequeño (40 cm2 promedio), no está descartado 

el uso de estos heat pipes, en aparatos de mayor 

tamaño y aprovechar la eficiencia del mismo en 

vehículos espaciales de mayor tamaño, 

instalaciones industriales entre otros. (Mameli1, 

2018) 

  

En el presente trabajo se desarrolla un 

modelo matemático para la transferencia de 

calor de los heat pipes, haciendo énfasis en la 

distribución de la temperatura en el interior del 

tubo. Con el seguimiento del comportamiento de 

esta variable, podemos visualizar la ganancia en 

la transferencia de calor del sistema propuesto 

con los materiales y nanoparticulas 

mencionados. Como resultados se muestran las 

gráficas de la distribución de la temperatura, así 

como del comportamiento de la velocidad del 

fluido a diferentes concentraciones. 

 

 

 

 

 

Descripción del sistema 

 

En este trabajo se propone el uso de un heat pipe, 

para refrigerar sistemas que operen en un rango 

de 18 W de calor, para los cuales se reportara la 

temperatura operativa y la distribución de la 

misma. Una de las principales aplicaciones de 

este estudio es en la industria aeroespacial, 

debido a las condiciones de operación., donde no 

existe espacio para un sumidero de calor, un 

ventilador o una bomba que apoye en la 

circulación del fluido de trabajo. (Shukla, 2018). 

 

 
 

Figura 1 Configuración del sistema 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Este tipo de tubos favorecen la 

circulación natural del fluido, eliminando el uso 

de bombas y válvulas de expansión que los 

sistemas de refrigeración utilizan comúnmente.  

El tubo capilar analizado es de cobre calibre 

0.28, (4.4 mm de diámetro interior), medidas 

comerciales utilizadas en equipos de aire 

acondicionado y refrigeradores, la medida es 

comercial debido a que esto facilitará la 

construcción de un prototipo experimental para 

validar los resultados.  

 
Material del tubo Cobre  

Largo del tubo  640 mm 

Largo evaporador 103 mm 

Diámetro interior 4.4 mm 

Diámetro exterior 5.2 mm 

Largo condensador 130 mm 

Radio de las curvas 3 mm 

 
Tabla 1 Geometría del sistema 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Metodología 

 

El estudio inicia con la propuesta de una 

geometría basada en referencias bibliográficas, 

(Stéphane Launay, 2018).  
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Una vez que se propone la geometría se 

desarrolla el modelo matemático que rige este 

tipo de intercambiadores del calor, donde se 

identifican la variables principales que 

participan directamente en el desempeño del 

sistema, y sobre las cuales se realizaron gráficos 

para evaluar el desempeño del tubo. Una vez 

establecidas las ecuaciones que rigen el trabajo 

se analizan mediante simulaciones en CFD y  se 

discuten los resultados. 

 

Modelos Matemáticos 

 

Existen diferentes modelos utilizados en este 

tipo de estudios, en este caso nos enfocaremos 

en los modelos establecidos (Faghri M. M., 

1990) por los cuales muestran una diferencia 

importante en la temperatura de las secciones de 

alta y baja temperatura del heat pipe; las 

ecuaciones de estos modelos se enfocan en dos 

partes importantes del tubo, en forma radial por 

la naturaleza del estudio, donde el flujo másico 

y flujo de calor juegan un papel importante en 

este estudio. 

 

Sección de vapor 

 

En esta sección se tomaran valores típicos 

reportados para el número de Reynolds (210) y 

Mach (0.01), (Hitchcock, 1988) valores que 

describen a un flujo incompresible y laminar 

dentro del tubo en esta sección. Aunque se han 

reportado que no necesariamente debe ser así, 

pues también puede ser turbulento (Re<2000, 

Mach<0.3) (P. D. Dunn and D. A. Reay, 1994)y 

mostrar un comportamiento diferente, pero cabe 

mencionar que en este régimen se ha estudiado 

el tubo en configuración lineal. Para nuestro caso 

de estudio la viscosidad será considerada 

constante de tal manera que en coordenadas 

cilíndricas (r-z) las ecuaciones quedan de la 

siguiente forma:  

 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑣) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑤) = 0                                   (1) 

 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝜌𝑟𝑣2) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑣𝑤) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑟
+

𝜇 [
𝜕

𝜕𝑟
(

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑣)) +

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2]                                  (2)                  

 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝜌𝑟𝑣𝑤) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑤2) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+

𝜇 [
𝜕

𝜕𝑟
(

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑤)) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2 ]                                 (3) 

 

𝜌𝑐𝑝 (𝑣
𝜕𝑇

𝜕𝑟
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
) = 𝑘 [

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
]     (4) 

 

Donde:               
ρ: Densidad. 

μ: Viscosidad dinamica  

p: Presión 

T: Temperatura 

Cp: Calor especfico 

 k: Conductividad termica 

4.2 Sección de pared:  

 

En la sección  de pared, se considera 

conducción pura para este modelado, por lo que 

se describe con la siguiente ecuación:  

 

𝑘𝑤 [
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(

𝜕𝑇𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑇𝑤

𝜕𝑧2 ] = 0                                    (5) 

 

Condiciones de frontera 

 

Para este trabajo se requieren condiciones de 

frontera en ambos extremos del heat pipe, en la 

interfaz de vapor-líquido y el parte exterior de la 

pared del tubo y condiciones de no 

deslizamiento en el interior del tubo.  

 

 

𝑣 = 𝑤 = 0; 
𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 0; 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑧 = 0, 𝐿            (6) 

 

Interfaz liquido vapor 

 

En la interfaz de líquido-vapor, se consideran 

condiciones de saturación durante la operación 

del heat pipe, por lo cual la temperatura en este 

punto se puede modelar con la ecuación de 

Clausius- Clapeyron (Faghri A. , 1995)  

 

𝑇 =
1

1

𝑇0
−(

𝑅

ℎ𝑓𝑔
)𝑙𝑛(

𝑝𝑣
𝑝0

)

                                           (7) 

 

Donde:  

 𝑅: 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑙 𝑔𝑎𝑠    

 ℎ𝑓𝑔: 𝐶𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑙𝑎𝑡𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑙 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑏𝑎𝑗𝑜.:

 𝑝0: 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛. 
 𝑇0: 𝑇𝑒𝑚𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛. : 
 

Las condiciones aplicadas para la 

velocidad se basan en la tasa de cambio de 

evaporación y condensación del fluido de 

trabajo, la velocidad axial y longitudinal en la 

interfaz liquido-vapor está dada por:  

 

𝑣𝑖 =
𝑚̇

𝜌
                                                             (8) 

 

Donde:  
𝑚̇ = 𝐹𝑙𝑢𝑗𝑜 𝑚𝑎𝑠𝑖𝑐𝑜 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑓𝑎𝑧 𝑣𝑎𝑝𝑜𝑟 − 𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑜. 
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Considerando que los efectos del fluido 

en la zona caliente la velocidad se considera 

negativa, mientras que en la zona fría se 

considera positiva, para el balance de masa. 

Finalmente las consideramos el flujo de calor en 

la pared del tubo, utilizando:  

 

𝑘𝑤 =
𝜕𝑇𝑤

𝜕𝑟
= ± 

𝑄

𝐴
                                              (9) 

 

Una distribución de calor en el tubo, se 

considera positivo en la sección de vapor, cuerpo 

en la sección adiabática y negativo en la zona de 

condensación.  

 

Propiedades de los nanofluidos empleados  
 

Desde que se dieron a conocer los primeros 

estudios y se originó el término de  nanofluido 

(S. U. S. Choi, 1995) la mayoría de las 

investigaciones de este tema se han enfocado en 

el estudio de sus aplicaciones y ya que estas son 

fuertemente dependientes de la temperatura y la 

concentración volumétrica de las nanopartículas 

suspendidas, Tales propiedades muestran 

grandes diferencias con las de fluidos en 

magnitud y también en su comportamiento 

(Philip, 2008).  

 

Experimentalmente, se ha encontrado 

que para nanofluidos la conductividad térmica 

llega a ser el doble que la del fluido base puro, 

esto solo con incluir una pequeña cantidad de 

nanopartículas en el líquido portador. Una parte 

importante en el estudio de los nanofluidos es la 

concentración de nanoparticulas suspendidas en 

el fluido base, en este trabajo se tomaran 

concentraciones pequeñas, 0,05, 0,075 y 0.1 vol. 

Emplearan relaciones semiteoricas 

(Maheswaran, 2018)para ingresar al software 

CFD, las propiedades necesarias para simular el 

comportamiento del nanofluido en el sistema. 

 

Viscosidad 

 

Debido a la presencia de partículas, la viscosidad 

de los nanofluidos es superior a la de los fluidos 

base, para la determinación de la viscosidad de 

suspensiones coloidales se han desarrollado 

algunas expresiones teóricas, las cuales 

presentan resultados aceptables en relación a 

mediciones experimentales. (Bird, 2007). 

 

 

 

 

 

Así, Einstein desarrollo una expresión 

teórica para la evaluación de la viscosidad 

efectiva, 𝜇𝑒𝑓𝑓 de una suspensión diluida de 

partículas esféricas. Idealmente las 

nanoparticulas con tamaño promedio entre 10 y 

50 nm son de forma esférica, por lo cual para este 

trabajo de investigación la siguiente expresión es 

válida. 

 

𝜇𝑛𝑓 =
𝜇𝑓𝑏

(1−𝜙)2.5
                                               (9) 

 

Donde:  

𝜇𝑛𝑓: 𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑛𝑎𝑛𝑜𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜. 
𝜇𝑓𝑏: 𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 𝑏𝑎𝑠𝑒. 
𝜙: 𝐶𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑦𝑡𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 (𝑣𝑜𝑙).             
 

Cabe mencionar que la ecuación anterior 

es válida para concentraciones volumétricas 

menores al 5%, por lo cual es totalmente 

aplicable en este trabajo.  

 

Densidad 

 

La densidad es una magnitud escalar referida a 

la cantidad de masa de una sustancia contenida 

en un determinado volumen. En los nanofluidos 

mediante la teoría de mezclas ideales (Smith, 

2005) se puede deducir fácilmente expresión 

para su cálculo, la expresión es:  
 

𝜌
𝑛𝑓

= (1 − 𝜙)𝜌
𝑓𝑏

+ 𝜙𝜌
𝑛𝑝

                             (10) 

Donde:  
𝜌𝑛𝑓, 𝜌𝑓𝑏,𝜌𝑛𝑝: 𝐷𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑛𝑎𝑛𝑜𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜, 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 𝑏𝑎𝑠𝑒  

𝑦 𝑛𝑎𝑛𝑜𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎 

𝜙: 𝐶𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎    
 

Calor específico 

 

El calor específico es una magnitud física que se 

define como la cantidad de calor que hay que 

suministrar a la unidad de masa de una sustancia 

o sistema termodinámico para elevar su 

temperatura en una unidad (kelvin). En los 

nanofluidos es posible calcular el calor 

específico mediante la teoría de mezclas (Wylen, 

2008), es decir, mediante un balance de energía 

en estado estacionario y suponiendo el calor 

específico constante con la temperatura, se llega 

a una expresión de la forma, en donde las 

variables de la misma ya han sido descritas.  

 

𝜌𝐶𝑝
𝑛𝑓

= (1 − 𝜙)(𝜌𝐶𝑝)
𝑓𝑏

+ 𝜙(𝜌𝐶𝑝)
𝑛𝑝

         (11) 
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Conductividad térmica 

 

Es la capacidad de una sustancia de transferir la 

energía cinética de sus moléculas a otras 

moléculas adyacentes o a sustancias con las que 

está en contacto. (Incropera, 1999) .Es uno de los 

parámetros más importantes en la transferencia 

de calor, y la mayor parte de los trabajos 

experimentales de nanofluidos procuran estudiar 

esta propiedad como función de la temperatura y 

la concentración volumétrica de las 

nanopartículas en suspensión. 

 

Maxwell desarrolló un modelo para 

determinar la conductividad eléctrica o térmica 

de medios heterogéneos con fracción 

volumétrica mínima de partículas (Maxwell, 

1891). Aunque ha sido aplicado con éxito en 

compuestos sólidos, es aplicable en menor 

medida en suspensiones líquidas homogéneas, 

diluidas, y de partículas esféricas.  

 

𝐾𝑛𝑓 =
2𝐾𝑛𝑝+𝐾𝑓𝑏+𝜙(𝐾𝑛𝑝−𝐾𝑓𝑏)

2𝐾𝑛𝑝+𝐾𝑓𝑏−2𝜙(𝐾𝑛𝑝−𝐾𝑓𝑏)
                        (12) 

 

Los subíndices de la expresión anterior 

ya han sido descritos anteriormente. 
 

Modelo CFD 

 

En la simulación de este sistema se utilizan 

condiciones de frontera de Von Neumann, es 

decir conocemos el flujo de calor y temperatura 

en la sección de evaporador, 18 W y 97.5 °C, 

además de las propiedades del fluido  calculadas 

con las expresiones anteriores. Esta simulación 

se hizo en estado transitorio, en trabajos futuros 

se pretende analizar el estado transitorio y con 

otras geometrías y concentraciones de 

nanoparticulas. El régimen del fluido dentro del 

tubo será laminar, en este trabajo Las 

nanoparticulas que se seleccionaron para este 

trabajo son de plata (Ag) y cobre (Cu), de 

tamaño promedio de 20 nm, para la cales existen 

propiedades teóricas definidas y se muestran a 

continuación: 

 
Propieda

d 

Densida

d 

[Kg/m3] 

Cp 

[J/gK

] 

Viscosida

d 

[mPas] 

Conductivida

d 

[W/mK] 

Plata 10.5 0.49 2 12.3 

Cobre 8.96 0.24 2.57 48.3 

 

Tabla 2 Propiedades nanoparticulas 

Fuente: American elements 
 

 

 

En la siguiente tabla se muestran las 

propiedades de los nanofluidos empleados en 

este trabajo, las cuales se obtuvieron utilizando 

las propiedades anteriores.  

 
Propiedad / 𝝓 0.05 0.75 0.1 

Viscosidad.[Pa*s] 2.273 2.43 2.60 

Densidad.[Kg/m3] 1472.15 1709.72 1947.3 

Calor especifico[J/Kg*K] 2.86 2.48 2.19 

Conductividad   Térmica. 

[W/mK] 

14.8 14.97 15.48 

 

Tabla 3 Propiedades nanofluido de Plata 

 
Propiedad / 𝝓 0.05 0.75 0.1 

Viscosidad.[Pa*s] 2.29 2.41 2.60 

Densidad.[Kg/m3] 1392.45 1590.17 1789.9 

Calor especifico[J/Kg*K] 2.86 2.67 2.38 

Conductividad   Térmica. 

[W/mK] 

57.22 57.90 58.59 

 

Tabla 4 Propiedades nanofluido de Cobre  

 

Se aplican las condiciones de frontera 

mencionadas anteriormente y en primera 

instancia se corre el modelo utilizando solo agua, 

para tener un parámetro de comparación del 

comportamiento del nanofluido a través del 

sistema. Luego se introducen las propiedades del 

nanofluido de ambas partículas metálicas, en el 

software se da como fluido de trabajo el agua 

destilada, pero se introducen manualmente las 

propiedades de cada nanofluido en cada 

concentración (Tabla 3), de igual manera se 

hacen las corridas con las condiciones de 

frontera mencionadas y se grafica la distribución 

de temperatura en el tubo. 

 

Resultados y discusión 

 

En la figura 2, se observa la distribución de 

temperatura, donde se aprecia la mayor 

temperatura en la zona de vapor, donde estará 

colocado el componente del cual se quiere retirar 

calor y en la parte de condensación la 

temperatura es más baja. Esta es una de las 

principales ventajas de estos sistemas, ya que 

entre más se enfrié el fluido en el interior del 

tubo, existirá una mayor diferencia de 

temperaturas, lo cual conlleva a que se pueda 

extraer más calor. Otro de los parámetros más 

importantes es la velocidad dentro del tubo es la 

velocidad del fluido en el interior del mismo, es 

de vital importancia conocer el campo de 

velocidades, el cual se muestra en la figura 3. 
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Figura 2 Distribución de temperatura del sistema, 

utilizando agua 

 

 
 

Figura 3 Campo de velocidades del sistema, utilizando 

agua 

 

Posteriormente se repitió la simulación, 

pero ahora con las nanoparticulas dispersas, 

como ya se mencionó antes en concentraciones 

pequeñas, menos del 5%, las simulaciones 

arrojaron los siguientes resultados. 

 

 
 

Figura 4 Distribución de temperatura del sistema, 

utilizando nanofluido de plata a 0.1% de concentración 

volumétrica 

 
 

Figura 5: Distribución de velocidad en el interior del tubo, 

utilizando nanofluido de plata a 0-1% de concentración 

volumétrica 

 

 
 

Figura 6 Distribución de temperatura del sistema, 

utilizando nanofluido de cobre a 0.1% de concentración 

volumétrica 

 

 
 

Figura 7 Distribución de velocidad en el interior del tubo, 

utilizando nanofluido de cobre a 0.1% de concentración 

volumétrica 
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Los resultados obtenidos de las primeras 

corridas en el software , las cuales fueron hechas 

empleando agua como fluido dentro del tubo, 

arrojaron un comportamiento favorable en la 

distribución de temperatura, lo cual indica que el 

sistema es viable para extraer calor, como se 

observa en la figura 2.  

 

 
 

Gráfica 1 Distribución de temperatura utilizando agua 

como fluido refrigerante 

 

En la figura anterior se observa que la 

trayectoria propuesta en el sistema es adecuada 

para la aplicación de refrigerar, la diferencia de 

temperatura entre la zona de vapor y de 

condensación es de 35°C. Este resultado nos 

sirve de parámetro en las simulaciones ahora con 

nanofluido. La trayectoria escalonada d la 

temperatura se debe a la forma del tubo. 

 

 
 

Gráfica 2 Distribución de temperatura utilizando 

nanofluido de plata en diferentes concentraciones 

 

La figura 3 muestra el comportamiento 

de la temperatura en el interior del tubo, 

comparando la trayectoria con la gráfica anterior 

donde se utilizó agua como fluido de trabajo, se 

puede apreciar el descenso de la misma cuando 

se agregan nanoparticulas de plata al agua.  
 

 
 

Gráfica 3 Distribución de temperatura utilizando 

nanofluido de cobre en diferentes concentraciones 

 

Conclusiones  

 

1.- En este trabajo se concluye que utilizar 

nanofluidos como fluido de trabajo en un tubo de 

calor de este tipo mejora la transferencia de 

calor, ya que existe una diferencia de 

temperatura entre el sistema con agua y con los 

dos diferentes nanofluidos propuestos en este 

trabajo, en concentraciones de 0.05, 0.075 y 0.1 

vol. Por lo cual este trabajo se pude continuar en 

simulaciones en 3d más detalladas y validar 

estos resultados con un prototipo experimental 

según la aplicación específica que pueda tener 

este sistema.  

 

2.- Se propone esta geometría la cual 

arrojo resultados buenos en la transferencia de 

temperatura, además de que el diámetro del tubo 

existe de manera comercial, lo que hace factible 

la construcción de un prototipo experimental. La 

temperatura máxima del sistema es 125 °C (398 

K) mientras que la temperatura mínima en estas 

condiciones es  90 °C (363 K), este último valor 

se compara con la temperatura mínima del 

sistema con los nanofluidos de cobre y plata.  

 

a) Plata 
Concentración 

𝜙 

T mínima 

[°C] 

0.05 85.6 

0.075 82.9 

0.1 80.75 

 

b) Cobre 
Concentración 

𝜙 

T mínima 

[°C] 

0.05 81.8 

0.075 78.2 

0.1 75.75 

 

Tabla 5 Temperatura mínima del sistema con cada 

nanofluido 
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La suspensión de  nanoparticulas de plata  

presenta una reducción de temperatura mínima 

respecto del agua de 4.4 °C en la concentración 

más pequeña (0.075 vol.), mientras que en la 

concentración  mayor (0.1 vol.) la diferencia es 

de 9.25°C. En las nanoparticulas de cobre la 

reducción de temperatura de 9.85 °C más que 

cuando se emplea agua en la concentración más 

pequeña y 14.25 °C en la concentración mayor, 

por lo que se recomienda utilizar las 

nanoparticulas de cobre en el caso del prototipo 

experimental. 

 

3.- A partir de los resultados obtenidos se 

recomienda realizar un prototipo experimental 

que valide estos resultados, adaptarlo a las 

condiciones operativas de la aplicación, 

probando nuevas geometrías y trayectorias del 

tubo.  
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Resumen  

 

Con el desarrollo de la electrónica moderna y el incremento 

en el poder de procesamiento ahora es posible instalar 

muchos y diversos sensores en un solo tipo de maquinaria. 

Temperatura, vibración, presión, voltaje, etc. son variables 

que se monitorean comúnmente en maquinaria rotatoria. 

Estas variables en conjunto contienen toda la información 

relacionada con la condición de la máquina. En caso de una 

malfunción, esta, será reflejada en una o más de las variables 

monitoreadas. Estos cambios pueden ser tan sutiles que no 

pueden ser notados directamente en la serie temporal. Por lo 

tanto, es necesario transformar esta información en una nueva 

y más útil representación. En el presente trabajo se expone 

una metodología alternativa para el análisis y diagnóstico de 

malfunciones presentes en componentes de maquinaria 

rotatoria. Dicha metodología se basa en el procesamiento de 

las series temporales obtenidas de los sensores instalados en 

la maquinaria, sin considerar el modelo de esta. Se presenta 

como alternativa la extracción de parámetros no lineales entre 

los cuales destaca el máximo exponente de Lyapunov, como 

un indicador del estado de la máquina. En conjunto con 

parámetros tradicionales hace posible detectar fallas que son 

enmascaradas debido al comportamiento no lineal de los 

sistemas dinámicos. 

 

Detección de fallas, Sistemas dinámicos, Exponente de 

Lyapunov 

 

Abstract  

 

With the development of modern electronics and the increase 

in processing power it is now possible to install many and 

diverse sensors in a single type of machinery. Temperature, 

vibration, pressure, voltage, etc. they are variables that are 

commonly monitored in rotating machinery. These variables 

together contain all the information related to the condition of 

the machine. In case of a malfunction, this will be reflected in 

one or more of the monitored variables. These changes can be 

so subtle that they can not be noticed directly in the time 

series. Therefore, it is necessary to transform this information 

into a new and more useful representation. In the present 

work an alternative methodology is exposed for the analysis 

and diagnosis of malfunctions present in components of 

rotating machinery. This methodology is based on the 

processing of time series obtained from the sensors installed 

in the machinery, without considering the model of this. The 

extraction of nonlinear parameters is presented as an 

alternative, among which the maximum exponent of 

Lyapunov stands out, as an indicator of the state of the 

machine. In conjunction with traditional parameters it makes 

it possible to detect faults masked due to non-linear behavior 

of dynamic systems. 

 

 

Fault detection, dynamical systems, Lyapunov exponent 
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Introducción 

 

La maquinaria rotatoria es de los equipos más 

utilizados en la industria. Actualmente el 

paradigma de mantenimiento es el que está 

basado en la condición, esto permite incrementar 

la disponibilidad del equipo, su seguridad, su 

eficiencia energética y su operación a bajo costo.  

 

Una metodología más eficiente en el 

mantenimiento de maquinaria es el 

mantenimiento basado en el monitoreo de 

condición, en este se determina la condición 

actual de la maquinaria basado en la información 

proporcionada por distintos sensores los cuales 

puedes ser de temperatura, sonido, vibración, 

voltaje, corriente, etc 

 

Los métodos actuales están basados en el 

análisis de las señales de vibración. Las señales 

de vibración dependen de varios factores como 

la carga de la maquinar, la velocidad de 

operación, la cimentación, la rigidez, etc. Al 

utilizar técnicas de procesamiento de señales se 

puede obtener información importante de la 

condición de la maquinaria, actualmente los 

métodos tradicionales se pueden dividir en 

métodos de análisis en el dominio del tiempo, 

análisis en el dominio de la frecuencia y análisis 

en dominio tiempo-frecuencia. Los métodos de 

análisis en el dominio del tiempo y frecuencia 

han resultado ser muy útiles para sistemas 

lineales los cuales proveen señales periódicas y 

estacionarias, pero para sistemas aún más 

complejos estos métodos carecen de buenos 

resultados. En estos últimos los métodos de 

análisis en el dominio del tiempo-frecuencia han 

resultado ser mas  

 

Las señales de diferentes transductores 

proveen una serie temporal que contiene, en el 

caso de una malfunción, todos los síntomas 

relacionados a esta. En muchos casos no es fácil 

o incluso puede ser imposible distinguir la 

malfunción directamente en la serie temporal, 

debido a que la serie puede estar contaminada 

con ruido. Aun cuando existe la posibilidad de 

detectar la malfunción directamente en la serie 

temporal, si este fuera el caso, se necesitaría de 

personal técnico altamente calificado para 

analizar la información y poder diagnosticar la 

malfunción.  

 

 

 

Para superar lo anterior, es posible manejar 

estos datos en un segundo paso conocido como 

extracción de parámetros característicos, en este 

paso es posible utilizar varias transformaciones 

de la entrada para producir nuevas salidas 

conocidas como parámetros característicos. Un 

parámetro característico es cualquier propiedad 

peculiar o cualidad, y podría ser simbólica o 

numérica. 

 

Marco Teórico 

 

Desbalance  

 

El desbalance en la maquinaria rotatoria es una 

de las principales causas de vibración. La 

presencia de una excentricidad o una masa de 

desbalance en un disco rotatorio causa vibración, 

la cual puede ser aceptable hasta cierto nivel, la 

vibración causado por un desbalance que no es 

aceptable pude ser eliminando la masa 

excéntrica agregando una masa igual en una 

posición tal que cancele el efecto del desbalance. 

El desbalance en la maquinaria se atribuye a 

irregularidades tales como errores en el 

maquinado y variaciones en el tamaño de 

barrenos, tuercas, remaches, etc. 

 

Fisura 

 

Cuando se genera una fisura en la estructura del 

eje de una máquina rotatoria, la forma de esta es 

impredecible. Sin embargo, la existencia de una 

fisura en un eje rotatorio necesitar ser modelada 

para poder estudiar su evolución y 

comportamiento. Fundamentalmente se trabaja 

con dos tipos de fisuras, las de frente plano, o 

recto y las de frente elíptico. En la figura se 

pueden ver ambos tipos. 

 

 
 
Figura 1 Tipos de frente de fisura 

Fuente: 

http://revistasomim.net/congreso2017/articulos/A1_87.p

df 
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Los sistemas rotatorios en estudio se 

consideran dominados por el peso, es decir, es la 

gravedad la que provoca que la fisura en el rotor 

se abrir y cerrar su posición angular cambie. Se 

sabe que la orientación de la fisura depende del 

tiempo, y cambia de forma periódica durante 

cada ciclo de rotación del eje, y es por eso que la 

fisura se abre y se cierra continuamente durante 

el giro del motor, a este fenómeno de apertura y 

cierre de la fisura se le conoce como respiro de 

la fisura. 

 

Reconstrucción del espacio de estados 

 

En el análisis de los sistemas dinámicos se utiliza 

frecuentemente el espacio de fases o espacio de 

estados para representar el comportamiento del 

sistema, consiste en la construcción de un 

espacio que tiene tantas dimensiones como el 

número de variables necesarias para especificar 

el estado del sistema original. Cada eje 

coordenado de este espacio representa una de las 

variables que componen el sistema.  

 

 
 
Figura 2 Espacio de estados  

Fuente: 

http://www.entropy.energy/scholar/node/dynamical-

systems-maps 

 

En la figura 1 se muestra el espacio fase 

para el sistema dinámico péndulo simple 

amortiguado, en este caso 𝑥1 representa la 

posición del péndulo y 𝑥2 la velocidad. En 

esencia el espacio de estados representa el 

conjunto de posibles estados en los que puede 

estar el sistema modelado. El espacio de estados 

esta descrito por un campo vectorial que rige el 

recorrido de las variables del sistema en el 

tiempo, a este recorrido se le conoce como 

trayectoria.  

Las trayectorias del sistema permiten 

realizar una descripción cualitativa de la 

evolución temporal del sistema que se está 

modelando. El acceso a todas las variables que 

gobiernan la dinámica de un sistema bajo 

investigación es poco probable en el mundo real. 

Sin embargo, tan solo una de serie temporal de 

los datos medidos de un sistema es afectada por 

todas las demás variables dinámicas relevantes y 

por lo tanto esta debe contener información 

histórica de la dinámica. Takens demostró que es 

posible reconstruir de manera cualitativa la 

dinámica del sistema en un espacio de estados d-

dimensional basado únicamente en la 

observación de una serie temporal escalar: 

 

𝑥(𝑡) = [𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑁]𝑇                                      (1) 

 

usando el teorema de reconstrucción. Por 

lo tanto, el teorema de reconstrucción supone 

que tan solo un estado del sistema tiene la 

suficiente información acerca de los demás 

estados, y este espacio reconstruido preserva las 

propiedades topológicas del espacio de estados 

original, es decir, la dimensión fractal, el 

exponente de Lyapunov, etc.  

 

La reconstrucción consiste en utilizar el 

método de retardos, en donde construimos una 

matriz con la siguiente estructura: 

 

𝑋 = [𝑥(𝑡𝑖), 𝑥(𝑡𝑖 + 𝜏), … , 𝑥(𝑡𝑖 + (𝑚 − 1)𝜏)]        (2) 

 

Ahora i toma valores desde 1 hasta 𝑁 −
(𝑚 − 1)𝜏, 𝜏 es un parámetro que se tiene que 

seleccionar para la reconstrucción al igual que 

𝑚, que se conoce como la dimensión del espacio 

reconstruido. 

 

De acuerdo con el teorema de Takens, 

cuando este procedimiento se hace de la manera 

correcta, la dinámica reconstruida usando esta 

fórmula es equivalente a la dinámica del sistema 

original, en el sentido de que las características 

invariantes son preservadas. 

 

Selección apropiada del retardo 

 

Un retardo adecuado debe cumplir dos criterios: 

en primer lugar, debe ser lo suficientemente 

grande de tal manera que la información medida 

de la variable 𝑥 en el tiempo 𝑡 + 𝜏 sea relevante 

y significativamente diferente de la información 

que ya se conoce en el tiempo 𝑡.  
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Solo así será posible obtener la 

información acerca de las otras variables que 

influencias a la variable medida para poder 

reconstruir de manera satisfactoria el espacio de 

estados con una elección razonable de 𝑚. En 

general un retardo pequeño puede ser 

compensado con una dimensión mayor de 

reconstrucción. Por esta razón el teorema 

original de reconstrucción está formulado con 

respecto a 𝑚 y no dice nada acerca de 𝜏. En 

segundo lugar, 𝜏 no deber ser tan grande ya que 

la variable observada puede perder “memoria” 

de su estado inicial, si este es el caso, el espacio 

de estados reconstruido se observará aleatorio 

dado que consistirá en puntos no 

correlacionados. 

 

Para seleccionar el retardo se ocupa la 

información mutua, esta es una medida no lineal 

usada para cuantificar las correlaciones lineales 

y no-lineales, la información mutua entre 𝑥𝑡 y 

𝑥𝑡+𝜏 cuantifica la cantidad de información que 

tenemos acercado del estado 𝑥𝑡+𝜏 asumiendo 

que conocemos el estado 𝑥𝑡 

 
𝐼(𝑥𝑡 , 𝑥𝑡+𝜏) =

− ∑ ∑ 𝑃ℎ,𝑘(𝑥𝑡 , 𝑥𝑡+𝜏) ln [
𝑃ℎ,𝑘(𝑥𝑡,𝑥𝑡+𝜏)

𝑃ℎ(𝑥𝑡)𝑃𝑘(𝑥𝑡+𝜏)
]

𝑗
𝑘=1

𝑗
ℎ=1       (3) 

    

Donde 𝑃ℎ y 𝑃𝑘 denotan las 

probabilidades de que las variables 𝑥𝑡 y 𝑥𝑡+𝜏 

tomen un valor dentro del h-ésimo y k-ésimo 

intervalo respectivamente. 𝑃ℎ,𝑘 es la 

probabilidad conjunta. Si las variables 𝑥𝑡 y 𝑥𝑡+𝜏 

son completamente independientes, esto 

significa que estas variables no están 

correlacionadas y por lo tanto 𝐼(𝑥𝑡, 𝑥𝑡+𝜏) es cero. 

 

Selección de la dimensión 

 

El método para seleccionar la dimensión de 

reconstrucción se conoce como el método de los 

falsos vecinos cercanos, el objetivo de este 

método es encontrar una dimensión de 

reconstrucción 𝑚 en la cual todos los puntos que 

son falsos vecinos son eliminados. Los falsos 

vecinos son puntos que están cercanos debió al 

valor menor de 𝑚. Cuando 𝑚 es pequeño, puntos 

que están alejados en el espacio de estados 

original se acercan en el espacio de estados 

reconstruido por lo tanto estos puntos son los 

falsos vecinos. Al incrementar la dimensión 𝑚 y 

determinando los vecinos, se puede eliminar a 

los falsos vecinos. 

 

 

 

Exponente de Lyapunov 

 

El exponente de Lyapunov es un índice que 

permite medir las características dinámicas de un 

sistema no lineal, mide la convergencia o 

divergencia por medio de la razón exponencial 

de las órbitas adyacentes en el espacio fase del 

sistema. 

 

De manera breve se describe como se 

calcula el máximo exponente de Lyapunov 

utilizando la reconstrucción del espacio de 

estados, en este espacio reconstruido se 

selecciona arbitrariamente algún estado 

[𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 + 𝜏), … , 𝑥(𝑡 + [𝑚 − 1]𝜏)], a 

continuación se localiza el vecino más cercano, 

en el sentido euclidiano, al punto inicial 

[𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡0 + 𝜏), … , 𝑥(𝑡0 + [𝑚 − 1]𝜏)], y 

denotamos la distancia entre estos dos puntos 

como 𝐿(𝑡0) en un tiempo después 𝑡1, la longitud 

inicial habrá evolucionado a la longitud 𝐿′(𝑡1).  

El elemento de longitud es propagado a través 

del atractor por un tiempo suficientemente corto 

de tal forma que solo la estructura a pequeña 

escala del atractor es examinada. Si el tiempo de 

evolución es demasiado largo podríamos ver que 

𝐿′ se contrae debido a que las dos trayectorias 

que la definen podrían pasar por una región de 

contracción del atractor. Por lo que podríamos 

obtener una estimación errónea de 𝜆.  

 

A continuación, buscamos un nuevo 

punto que satisfaga los siguientes dos criterios 

razonablemente bien: que su separación 𝐿(𝑡1) 

desde la trayectoria de referencia sea pequeña y 

que la separación angular entre los elementos de 

longitud de evolución y de reemplazo sea 

pequeño. Este procedimiento es repetido hasta 

que la trayectoria de referencia ha atravesado el 

archivo de datos, en cuyo caso se estima 

 

𝜆 =
1

𝑡𝑝−𝑡0
∑ ln

𝐿′(𝑡𝑘)

𝐿(𝑡𝑘−1)

𝑃
𝑘=1                                  (4) 

 

En donde P es el numero total de pasos 

de reemplazo. El tiempo de evolución 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 

se mantiene constante. 

 

 
Figura 3 Cálculo de la distancia entre orbitas cercanas 

Fuente: https://hypertextbook.com/chaos/lyapunov-1/ 
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Plataforma experimental 

 

El rotor se encuentra montado sobre dos soportes 

rígidos, es decir sobre baleros de bolas.  La 

energía de entrada la provee un motor controlado 

electrónicamente de la marca “Spectra Quest” 

que tiene un rango de operación hasta de 10 000 

RPM. Así mismo se utilizan sensores de la 

marca Bently Nevada de General Electric, 

mientras que para la adquisición de las señales 

se utiliza la plataforma CompactDAQ® de 

National Instruments. El rotor cuenta con un 

mecanismo que permite reproducir y controlar la 

apertura de la fisura y también permite modificar 

a voluntad el valor del ángulo entre el desbalance 

y el frente de la fisura. 

 

 

 
 
Figura 4 Plataforma experimental 

Fuente: Laboratorio de vibraciones y rotodinámica 

ESIME-IPN 

 

 
 
Figura 5 Plataforma experimental instrumentada 

Fuente: Laboratorio de vibraciones y rotodinámica 

ESIME-IPN 

 

En esta ocasión se utilizaron proxímetros 

como sensores de vibración, los proxímetros son 

de la marca Bently Nevada pertenecientes a la 

serie 3300 XL, entre sus principales 

características destaca su rango lineal de 1.5 mm 

a una distancia entre 0.25 mm y 1.75 mm, su 

respuesta en frecuencia es de 0 a 10 kHz 

 

Tomando como referencia el trabajo 

doctoral del Dr. Palacios, en el cual implementó 

un mecanismo que permite reproducir una fisura 

transversal sobre la superficie del rotor, el cual 

no solo permite controlar la profundidad de la 

fisura, sino que también permite modificar la 

posición angular entre el desbalance y el frente 

de la fisura.  

 

A continuación, se presenta un par de 

fotografías con el detalle de este mecanismo, 

este mecanismo consta de un par de bridas 

unidas por doce tornillos cuidadosamente 

colocados en la periferia del disco. 

 

 
 
Figura 6 Detalles del disco central en el rotor que permite 

simular una fisura 

Fuente: Laboratorio de vibraciones y rotodinámica 

ESIME-IPN 

 

Se utilizaron doce tornillos en la brida 

que permite reproducir la grieta. El análisis de 

elemento finito realizado permite conocer la 

apertura de la fisura dependiendo del número y 

la disposición de los tornillos que era necesario 

aflojar para conseguir una apertura determinada. 

 

 
 
Figura 7 Influencia que tiene sobre la reproducción de la 

fisura la condición de apriete de algunos tornillos 

Fuente: 

http://revistasomim.net/congreso2017/articulos/A1_87.p

df 
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Metodología propuesta 

 

La metodología propuesta se puede observar de 

forma general en el siguiente diagrama 

 

 
 
Figura 8 Diagrama de flujo de la metodología propuesta 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Como primer paso lo que se hace es 

remover la componente de DC, esto con el fin 

analizar solo el comportamiento vibratorio de la 

señal adquirida, es un paso muy simple que se 

resume en la siguiente expresión. 

 

 𝑥̂ = 𝑥 − 𝑥̅                                                        (5) 

 

En donde 𝑥̅ es el promedio de nuestra 

serie temporal. Después de remover la 

componente de DC, se propone el filtrado de los 

datos en caso de ser necesario, para los datos 

utilizados en este trabajo no se llevó a cabo este 

procedimiento. Para el calculo del retardo, aun 

cuando el método de la información mutua no 

dice nada acerca de como calcular el numero de 

intervalos para el calculo de las probabilidades 

es importante tener fundamentado la forma en 

que se van a calcular dichas probabilidades, en 

la literatura se proponen 3 reglas para conocer el 

numero de intervalos de nuestra señal, los cuales 

son: 

 

 Regla de Sturge 

 

𝑘 = [log2 𝑁 + 1]                                                  (6) 
 

 Regla de Scott 

 

𝑘 = [
max 𝑥−min 𝑥 

3.5𝑠𝑁−1/3 
]                                            (7) 

 

 Regla de Freedman-Diaconis 

 

𝑘 = [
max 𝑥−min 𝑥 

2𝑄𝑁−1/3 
]                                                      (8) 

 

La primera regla solo toma en 

consideración la longitud de la serie temporal y 

por lo tanto carece de la propiedad de 

adaptabilidad, por lo que esta regla se desecha. 

La regla de Scott toma como parámetro la 

desviación estándar, asumiendo que la 

distribución es gaussiana, mientras que la regla 

de Freedman-Diaconis no tiene ninguna 

suposición acerca de la distribución por lo que 

puede ser aplicada a cualquier tipo de 

distribución, por lo tanto, para el cálculo de 

probabilidades de la información mutua se toma 

esta regla.  

 

Para el calculo de la dimensión se utiliza 

el ToolBox for Complex Systems y finalmente 

para el calculo del exponente de Lyapunov nos 

apoyamos del programa traducido a Matlab de 

Alan Wolf.  

 

Se simularon 6 condiciones en la 

plataforma experimental, las cuales se resumen 

en la siguiente tabla: 

 
Condición Nombre usado 

1 tornillo flojo β=0° Condición 1 

1 tornillo flojo β=180° Condición 2 

1 tornillo flojo  Condición 3 

3 tornillo flojos β=0° Condición 4 

3 tornillo flojos β=180° Condición 5 

3 tornillos flojo  Condición 6 

 
Tabla 1 Condiciones experimentales 

Fuente: Elaboración Propia 

 

La condición 3 y 6 contemplan solo la 

simulación de la falla de la fisura sin desbalance 

agregado, solo con el balance residual. La 

condición 1 y 2 simulan la combinación de las 

fallas fisura y desbalance la diferencia entre 

estas dos condiciones es la localización del 

desbalance con respecto a la fisura la cual se 

etiqueta con el ángulo β. 

 

 



31 

Artículo                                                                                          Revista de Ingeniería Mecánica 

 Diciembre 2019 Vol.3 No.12 25-33 
 

 
HUESCA-LAZCANO, Erick Eduardo, FLORES-RAMIREZ, Oscar, 
ROMERO-RODRIGUEZ, Gabriel y APAN-ARAUJO, Karla Cecilia. 

Detección de fallas en máquinas rotatorias utilizando parámetros no 

lineales. Revista de Ingeniería Mecánica. 2019.  

ISSN-2531-2189 

ECORFAN® Todos los derechos reservados. 

Resultados 

 

En primer lugar, se presenta la reconstrucción 

del espacio fase para las condiciones 

reproducidas en la plataforma experimental, es 

importante recalcar que las orbitas presentadas 

son construidas con una sola señal temporal 

adquirida de un proxímetro. 

 

 
 
Gráfico 1 Espacio fase reconstruido para la condición 1 

Fuente: Elaboración Propia 

 

 

 
 

Gráfico 2 Espacio fase reconstruido para la condición 2 

Fuente: Elaboración Propia 

 

 

 
 
Gráfico 3 Espacio fase reconstruido para la condición 3 

Fuente: Elaboración Propia 

 

 
 

Gráfico 4 Espacio fase reconstruido para la condición 4 

Fuente: Elaboración Propia 

 
 
Gráfico 5 Espacio fase reconstruido para la condición 5 

Fuente: Elaboración Propia 

 

 
 
Gráfico 6 Espacio fase reconstruido para la condición 6 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Como se puede observar en la 

reconstrucción del espacio de estados para la 

condición 1 y 4 se observan las órbitas con 

mayor amplitud, esto se explica fácilmente 

debido a que son las condiciones con el 

desbalance agregado, en contraste con la 

condición 2 y 5 que aun cuando también tiene 

desbalance se observa que su interacción con la 

fisura hace que la amplitud de las vibraciones no 

aumente demasiado. Por último, la condición 3 

y 6 muestra el comportamiento del sistema solo 

con la falla fisura, nótese el comportamiento mas 

caótico de estas ultimas condiciones, 

prevaleciendo el comportamiento no lineal del 

sistema. 

 

En el gráfico 7 se calcula el RMS de la 

señal de vibración, esta es una de las medidas 

más utilizadas en el monitoreo de maquinaria 

rotatoria, existe una clara disminución en los 

valores RMS de la vibración los cuales se logran 

al balancear el rotor, aun cuando se resuelve el 

problema del desbalance nuestra plataforma 

experimental sigue teniendo a la fisura presente, 

y el RMS es insensible a esta falla. 
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Gráfico 7 Valores RMS de las señales para las distintas 

condiciones 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Si observamos el comportamiento del 

exponente de Lyapunov en el gráfico 8, se 

observa que este cuantifica de mejor manera el 

comportamiento no lineal del sistema dinámico 

debido a la fisura, por lo tanto, en conjunto con 

el RMS podemos tener una mejor detección de 

fallas. 

 

 
 
Gráfico 8 Máximo exponente de Lyapunov para las 

distintas condiciones 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Conclusiones 

 

Se ha realizado un análisis, sobre las fallas 

combinadas que pueden aparecer en maquinaria 

rotatoria. Este análisis considera como 

condiciones, la combinación de las fallas fisura-

desbalance con distintas orientaciones. Se 

encontró que con parámetros tradicionales es 

posible que una falla de tan gran importancia 

como la fisura sea enmascarada debido al 

comportamiento no lineal del sistema dinámico, 

pero con el uso del máximo exponente de 

Lyapunov aún es posible detectarla. 

 

La metodología propuesta tiene amplia 

aplicación y utilidad en el sector industrial y de 

servicios al poder evaluar, detectar daños y 

malfunciones incipientes de la operación de 

maquinaria rotatoria utilizando la extracción de 

parámetros no lineales 
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